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Аннотация. В статье рассматривается краевая задача для системы двух 

квазилинейных функционально-дифференциальных уравнений четвертого 

порядка. На основе схемы «квазилинеаризации» задача сводится к эквивалентной 
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системе уравнений с изотонными операторами. Установлен признак 

существования решения нелинейной краевой задачи. 

Abstract. The article considers a boundary value problem for a system of two quasi-

linear functional differential equations of the fourth order. Based on the "quasi-

linearization" scheme, the problem is reduced to an equivalent system of equations with 

isotonic operators. A sign of the existence of a solution to a nonlinear boundary value 

problem is established. 

Ключевые слова: система функционально-дифференциальных уравнений, 

краевая задача, линейный ограниченный оператор, метод монотонных операторов 

Keywords: system of functional differential equations, boundary value problem, linear 

bounded operator, method of monotone operators 

 

Рассмотрим краевую задачу для системы квазилинейных функционально-

дифференциальных уравнений (1а) 
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в следующих предположениях: операторы LWl  4:  определены равенствами 
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 удовлетворяет условиям Каратеодори: 
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),,( 21 uutf l  измеримы по t при всех RRuuu  ),( 21  и непрерывны по RRuuu  ),( 21  при 

почти всех ]1,0[t . 

При указанных предположениях операторы l , определяемые равенствами (3), 

непрерывно действуют из пространства Соболева 4
]1,0[W  функций с абсолютно 

непрерывной производной третьего порядка в пространство суммируемых 

функций ])1,0([L . Поэтому под решением системы краевой задачи (1а,б)-(2а,б) 

будем понимать такую пару 44
21 ),( WWxx  , для которой равенства (1а,б) 

выполняются почти всюду (далее «п.в.») на ]1,0[ . 

Изучение краевой задачи (1а,б)-(2а,б) проведем на основе схемы « 21, LL - 

квазилинеаризации», приведенной в работах [1], [2], [4]. Эта схема позволяет 

редуцировать задачу (1а,б)-(2а,б) к эквивалентной системе уравнений с 

изотонными операторами и в дальнейшем использовать следующее утверждение 

Тарского-Биркгофа-Канторовича [1]. 
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приближения }{ ix , ,...2,1,1  iAxx ii , начатые с vx 0  и zx 0 , сходятся 

соответственно к «нижнему» x  и к «верхнему» x  решениям уравнения Axx  , и 

эти решения таковы, что для любого решения ],[ zvx  имеют место неравенства 

11111 zxxxv  , 22222 zxxxv  . 

Пусть ],[ zv  - некоторый порядковый интервал в пространстве L. 

},{},,{ 2121 zzzvvv  , },{},,{ 2102010 xxxxxx  , },{},,{ 2121
xxxxxx  . 

Будем говорить [1], что функция )},,(),,,({),( 212211 uutfuutfutf   удовлетворяет 

условию ],[1 zvL , если существует такая суммируемая на ]1,0[  функция 

)}(),({)( 12111 tptptp   и такой оператор LzvM ],[1 , что 
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таким, что вспомогательная краевая задача 
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однозначно разрешима и ее функция Грина 
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Оператор A является вполне непрерывным, так как операторы 
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Таким образом, мы провели редукцию задачи (1а,б), (2) к уравнению  Axx  , 
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В силу однозначной разрешимости задачи (6а), (6а,б кр) и положительности 
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Так как решение задачи (7а) по условию не принимает отрицательных 
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В силу однозначной разрешимости задачи (6а), (6а,б кр) и положительности 

функции Грина ),(11 stG  в квадрате ]1,0[]1,0[   получим неравенство  

      )()(),(,),()( 212111

1

0

111 tzdstztzsMstGtz   ,  (10) 

где )(21 tz  - решение краевой задачи 

]1,0[,0))(( 11  ttz ,  
).1(),1(

),0(),0(

111101

111101

zz

zz








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Введем обозначение: )()()(~
21211 txtzty  . Несложно заметить, что )(~

1 ty  

удовлетворяет следующей задаче: 

]1,0[,0))(( 1  tty , 
.0)1(,0)1(

,0)0(,0)0(





yy

yy
 

Так как решение задачи (7а) по условию не принимает отрицательных 

значений на ]1,0[ , то получим 0)(~
1 ty  на ]1,0[ , т. е. )()( 2121 tztx  . Отсюда и из 

неравенства (10) имеем 

  )()(),(,),()( 212111

1

0

111 txdstztzsMstGtz    или ))(( 11 tAzz  .  

Совершенно аналогично доказывается и неравенство ))(( 22 tAzz  , т. е. 

неравенство Azz   доказано. 

Тогда по утверждению 1 имеем: последовательные приближения ),( 21 iii xxx  , 

2,1),;();( 22112,11,11   ixAxAAxxxx iiiiii , начатые с vx 0  и zx 0 , сходятся 

соответственно к «нижнему» x  и «верхнему» x  решениям уравнения Axx  , эти 

решения принадлежат порядковому интервалу ],[ zv , и для любого решения ],[ zvx  

уравнения Axx   имеют место неравенства xxx  . 

Что и требовалось доказать. 
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